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|. Pradikatenlogische Formalisierungen (Wiederholung)
— All- und Existenzaussagen
— Aquivalente All- und Existenzaussagen
ll.  Mehrfaches Quantifizieren
— Quantorentausch
— Quantorenverschiebungen

lll. Beweise im Baumkalkul (Wiederholung)
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All- und Existenzaussagen in der pradikatenlogischen Sprache PL

(1) Alles fliesst.

VxPx Px: x fliesst.

(2) Alles fliesst und Heraklit ist ein Philosoph.

Px: x fliesst.

VxPxAQa a: Heraklit

Qx: x ist ein Philosoph.

(3) Philosophen sind sterblich.

Px: x ist ein Philosoph.

Vx (Px—0x) Qx: x ist sterblich.
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(4) Irgendetwas stinkt.

dxPx Px: x stinkt.

(5) Manche Dinge stinken, und Diogenes ist ein
Philosoph.

Px: x stinkt.
a: Diogenes
Qx: x ist ein Philosoph.

dxPxAQa

(6) Manche Philosophen waschen sich nicht.

Px: x ist ein Philosoph.

Ix (PXATQxXx) Qxy: x wascht y.
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All- und Existenzaussagen in der pradikatenlogischen Sprache PL

(7) Lowen sind stark und schnell. (8) Es gibt Philosophen, die stinken.
Px: x ist ein Léwe. Px: x ist ein Philosoph.
Vx (Px—QxARXx) Qx: x ist stark. Jx (PXAQX) Qx: x stinkt.
Rx: x ist schnell.
(9) Die Huhner des Nachbarn sind hubsch. (10)Karlchen bekommt eine 7-Geige geschenkt.
a: der Nachbar a: Karlchen
Vx (PxAOxa—Rx) Px: xistein Huhn. dx (PxAQax) Px: xist eine ¥-Geige.
Qxy: x gehort y. Qxy: x bekommt y geschenkt.
Rx: x ist hubsch.
(11)Annemarie besitzt kein Auto. (12)Nicht alle Zahlen sind Primzahlen.
-3x (PxAQax a: Annemarie A Px: x ist eine Zahl.
( : Px: x ist ein Auto. A% (PxA70x) Qx: x ist eine Primzahl
Vx (Qax—-Px) Qxy: x besitzt y. VX (Px—0x)
Vx (Px—"Qax)
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Negierte All- und Existenzaussagen

— Eine negierte Allaussage ist eine Existenzaussage.
— Eine negierte Existenzaussage ist eine Allaussage.

— Entsprechend konnen All- und Existenzaussagen in PL jeweils sowohl mit Hilfe eines Existenz- als
auch mit Hilfe eines Allquantors formalisiert werden.

— Die Formalisierungen mit Hilfe des All- und mit Hilfe des Existenzquantors sind logisch aquivalent.

Beispiel:
Die pradikatenlogische Struktur von ,Alle Menschen sind sterblich® kann angegeben werden mit
Vx(Px — 0Ox)
oder mit

“dx (Px A "0x)
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Aquivalente All- und Existenzaussagen

(1) Alles ist wirklich. (Nichts ist nicht wirklich.) (5) gl\i;gt_)a"es wahrt ewig. (Manches wahrt nicht
VxPx & —3x7Px “VxPx < 3IxPx

(2) Nichts ist wirklich. (Alles ist nicht wirklich.) (6) g/lvsigc.:)hes wahrt ewig. (Nicht alles wahrt nicht
~3xPx & Vx7Px JxPx © -Vx-Px

(3) Hunde sind Tiere. (Kein Hund ist kein Tier.) (7) Manche Hunde sind treu. (Nicht alle Hunde

sind nicht treu.)
Vx(Px70x) < ~dx (PxATOX) dx (PxAQx) & Vx(Px—0x)

(4) Keine Katze ist ein Vogel. (Katzen sind

keine Vagel.) (8) Manche Hunde sind nicht treu. (Nicht alle

Hunde sind treu.)

~dx (PxAQx) & Vx(Px—7Q0x) Jx (PxA"0x) © -Vx(Px—0x)
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Mehrfaches Quantifizieren

Jeder verachtet jemanden. / Niemand
verachtet niemanden.

VxdyPxy & —"3IxVy Pxy
2. Es gibt jemanden, den verachten alle.
dxVyPyx

Pxy: x verachtet y. (Der Individuenbereich sei
eingeschrénkt und enthalte nur Personen.)

3. Jeder Schiuler besitzt ein Fahrrad.

Vx (Px—3dy (QYARXxYy))

Px: x ist ein Schiiler. Qx: x ist ein Fahrrad.
Rxy: x besitzt y.

Kein Schiuler kennt alle seine Mitschuler.

-3x (Px A Vy(Qyx — Rxy))

Px: x ist ein Schiler. Qxy: x ist ein Mitschliler von y.
Rxy: x kennt y

Manche Menschen besitzen Autos.

dx(Px A dy(Qy A Rxy))

Px: x ist ein Mensch. Qx: x ist ein Auto.
Rxy: x besitzt y.

Nicht jeder Clown liebt eine Seiltanzerin.

~Vx (Px—3y(Qy A Rxy))

Px: x ist ein Clown. Qx: x ist eine Seiltdnzerin.
Rxy: x liebt y.
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Quantorentausch

(1)

(2)
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Ein Zahnrad bewegt alle Hebel. (3)

Ax(Px AV y(Qy — Rxy))

dx(Px A=3y(Qy A -~ Rxy))

~Vx(Px — -Vy(Qy — Rxy))

= Vx(Px — Ay(Qy A—=Rxy))

Jeder Amerikaner besitzt ein Auto. (4)

Vx(Px — dy(Qy A Rxy))

Vx(Px — =Vy(Qy — = Rxy))

- dx(Px A—=3y(Qy A Rxy))

—3dx(Px A Vy(Qy — = Rxy))

VL Einfiihrung in die formale Logik Il HS 19, Vorlesung 5, Prof. Dr. Katia Saporiti

Nicht alle Studierenden haben alle
Aufgaben gelost.

= Vx(Px — Vy(Qy — Rxy))
—~Vx(Px — —=3y(Qy A ~Rxy))
Ax(Px A =Vy(Qy — Rxy))

dx(Px A y(Qy A —~Rxy))

Kein Tutor hat alle Fragen beantwortet.
—3x(Px AVy(Qy — Rxy))
—3Ax(Px A =3y(Qy A =~RxYy))

Vx(Px A =Vy(Qy — Rxy))
Vx(Px A3y(Qy A =Rxy))
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Quantorenverschiebung

(1) Jeder Matrose kennt einen Kapitan. Vx(Px — dy(QOy A Rxy))
Px: x ist ein Matrose. / Qx: x ist ein Kapitan. / Rxy: x kennt y. Vx3y(Px — Qy A Rxy)
(2) Mindestens ein Freund von Ross hat alle Schwestern
von Joe gekiisst. dx(Pxa A Vy(Qyb — Rxy))
Pxy: x ist ein Freund von y. / Qxy: x ist eine Schwester von y. /
Rxy: x haty gekiisst. a: Ross./ b: Joey AxVy(Pxa A (Qyb — Rxy))
(3) Einige Schuler besitzen ein Fahrrad. dx(Px A dy(Qy A Rxy))
Px: x ist ein Schiiler. / Qx: x ist ein Fahrrad. / Rxy: x besitzt y. Ax3y((Px A Qy) A Rxy)
(4) Alle Gotter werden von den (allen)
Stammesangehdrigen verehrt. Vx(Px — Vy(Qy — Rxy))
Px: x ist ein Gott. / Qx: x ist ein Stammesangehoriger. / Rxy: x v
xVy(Px — — R
wird von y verehrt. X( (Qy %))
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Formulieren Sie einen Satz, der mindestens einen Quantor enthalt.

Giorgione: Die drei Philosophen (1508/09)

NG Y[ B A

Jean-Léon Gérome: Diogenes (1860)
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Nachweis der Gultigkeit von Schlussen im Baumkalkul (Wiederholung)

— Ein Schluss ist giiltig gdw. seine Konklusion aus seinen Pramissen folgt.

— Eine Formel X folgt aus einer Formel Y bzw. einer Menge von Formeln M gdw. X aus Y bzw. M
abgeleitet werden kann.

— Eine Ableitung einer Formel X aus einer Formel Y ist ein Beweis fur Y—X.

— Eine Ableitung einer Formel X aus einer Menge von Formeln M ist ein Beweis des Konditionals,
dessen Antezedens die Konjunktion der Elemente von M ist und dessen Konsequens X ist.

— Ein Beweis fur eine Formel X im Beth- oder Baumkalkul ist ein geschlossener Baum fur die
Negation von X.

— Im Baumkalkul kann man die pradikatenlogische Glltigkeit eines Schlusses daher Uberprufen,
indem man einen Baum fur die Negation des Konditionals entwickelt, dessen Antezedens die
Konjunktion der Pramissen und dessen Konsequens die Konklusion ist.
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Beispiel

Es gibt Primzahlen, die kleiner sind als 10.
Primzahlen sind keine physikalischen
Gegenstande. Also gibt es etwas, das kein
physikalischer Gegenstand ist.

Px: x ist eine Primzahl.
Qx: x ist kleiner als 10.*
Rx: x ist ein physikalischer Gegenstand.

* Qxy: x ist kleiner als y.
a: 10
(korrekte und logisch tiefere Analyse, die
fur den Beweis der Gultigkeit des
Schlusses aber nicht erforderlich ist.)

AX(PxAQX) A VX(Px—7Rx) = 3x7Rx

F IX(PxAQx) A VX(Px—7Rx) = 3Ix7Rx

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
9)
(10)

(11)

=(Ax(Px A Ox)AVx(Px — —=Rx) — dx-Rx) v NdF

Ax(PxAOx)AVx(Px —-=Rx)

e -Ax-Rx

dx(PxAQOx) V

— Vx(Px —-Rx) V
PanQa V
Pa
Qa
~ Pa—-Ra YV

—) - =Ra
/\

- Pa - Ra

X X
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aaus (1)
aaus (1)
@ aus (2)
aaus (2)
EB aus (4)
@ aus (6)

@ aus (6)
AB aus (5)

AB aus (3)

g aus (9)
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